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摘要 对一般的凸函数建立了求解复合凸优化问题 的 G a u s s 一N e M沈o n 法的局部二阶

收敛性
,

从而在本质上推广了 B u kr e
等人的结果

.
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求解非线性方程组最小二乘解的 G a u s s 一N e M比0 11 法是上世纪初由 C a u s s
提出的

,

现在已被广

泛地用来求解下面的复合凸优化问题
:

( p ) m ifn (
x

)
: = h ( F (

x
) )

,

( l )

其中 h : R爪~ 皿是凸函数 F : 皿
“

~ R m 是具有连续导数 的函数
.

复合凸优化问题近年来一直受

到广泛关注
,

其原 因是它包含诸如非线性包含
、

m iin m ax 问题以及罚函数技巧等非光滑优化理

论中许多重要的问题和技巧
,

同时也提供了一个新的统一框架
,

使优化问题数值解的理论分析

得到别开生面的发展
.

因此 目前它已成为非线性优化理论 中的一个主流方 向
.

19 85 年
,

W o n l e sr ley 〔’ 〕在关于解的强唯一前提下证明了 auG
ss

一

N

~
法 的局部二阶收敛性

定理
,

从而将 itJ otrn ~
和 os be m e[

2〕在 h 为一范数 时的结果推 广到一般 的凸 函数
.

然而
,

W
o m e o ler 的条件只能保证 G a u s s 一 N e w t o n

序列收敛到 ( P )的一个局部最 优解
.

最 近 uB kr e 和

eF 币
s阁在 G a u s s 一 N

~
法的收敛性研究上取得了重要进展

,

其突出的特点是不必要求问题 的

解集是单点集
,

事实上甚至可以允许解集为无界
.

他们的工作主要基于下列两个假设
:

( l ) h 的最优解 集 c 是 弱锐最优解集
.

即存 在 久 > 0 使得 V y 任皿m
满 足 h ( y ) ) h m讯

+
斌 ( y

,

的
,

其中 h m i。 = m in 声(力
,

而 d ( y
,

幼则表示点 y 任皿爪 到集合 c 的距离
.

( ii )关于下列包含关系的正则点存在
:

F (
x

) 任 C
,

( 2 )

即存在 万任 R m ,

使得

k e r
(尸

`

(万 )
T
) 门 尸:

( F (万 ) )
=

{o }
,

其中集值映射 尸: :丑m
~ R m 定义如下

:

r :
( y )

=
(

e o n e
( C 一 y ) )

0 = { 二
’

任 皿“ :
(
二 ’ , 二

> 感 1
,

V 二 任 e o n e
( c 一 y ) }

,

V y 任 R m
.

在此前提下
,

他们建立了 G an ss
一

N ewt on 序列向 ( )P 的整体最优解的局部二阶收敛性
.
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:

求解一类非光滑优化问题的 G
a us s 一 Newt o n法

在 Bu r ke
等人上述工作 的基础上继续进行这方面的研究

.

出乎预料的是
,

我们发现 G a u s s 一N ew
-

ot n
序列的收敛性竟基本上与凸函数 h 的附加性质无关

.

事实上
,

本文对所有 的凸 函数 h 建

立了 aG us s 一

Ne wt on 方法的局部二阶收敛性
.

进一步提出了松弛型 G a u s s -

N e讯on 法
,

并给出其超

线性收敛性
.

1 G a us -s Ne
叭沈o n 法及其收敛性定理

对 △ > 0 和 x 呀皿
“ ,

令 几 ( x) 表示下述优化问题
m i n

}人( 尸 (
x

) + 尸 (
x

) J川 } J }} 蛋 △ } ( 3 )

的解集
.

算法 1 设 专妻 1
,

△任 (0
,

+ aO 〕
,

x0 任皿
“ .

对于 k 二 1
,

2
,

…
,

若 护 已算出
,

则

( i )如果 h ( F (
x k

) )
= m i n

{h ( 尸 (
x k

) + 尸
`

(
x k

) d )
:

11d 11簇 △ }
,

算法终止 ;否则
,

取 d k e

几 (
x `

)使之满足 ll d` 11鉴 解 ( 0
,

几 (
x ` ) )

.

( 11 )令
: k + ` = x k + dk

.

令 B 为皿m 或皿
“

的闭单位球
,

而 x + rB 则表示 以
x 为 中心

: 为半径 的闭球
.

B u kr e 和 eF
r -

ir s
在文献 〔3」中证明了下面的定理

.

定理 设 C 是 h 的弱锐最优解集
,

万任皿
“

是包含关系 ( 2) 的正则点
,

设 O < 占 < 乙
,

使得

d ( 0
,

几 (
x

) ) 共 例 (尸 (
二

)
,

c ) 和 {d 任 R
n :

}} d 11 鉴 乙
,

尸(
x

) + r
`

(
x

)己任 c } 尹 中
,

( 4 )

在 万 +

招 上对某个召成立 (由文献「3] 中的命题 3
.

3 知
,

这样 的 占是存在的 )
.

假设 尸在 牙+

韶 上满足 h sP hc itz 常数为 L 的 u sp hc itz 条件
,

而 h 在 F (万
+

韶 )
+ 18/ 朋 上满足 u sP hc it z

常

数为 M 的 u ep hc ist 条件
.

若存在 占> 0
,

使得

a
) 占 < m in !占2/

,

1 }
;

b ) 己( 尸 (万 )
,

C ) < 占/ ( 2 , 月) :

c) 0 := ,以哪 /久 < 1
.

则存在万 的邻域 M (; )
,

使 V xo 任 M (万 )
,

以 x0 为初值的 G a u s s 一N

~
序列 }

二人
}二阶收敛到 (尸 )

的整体最优解
x 关 .

值得指出的是弱锐最优解集假设是非常强的
.

事实上
,

对任意凸函数 f
,

若
, > 1则 h (户

=
( f( y )

一

几
n

)
’

不存在弱锐最优解集
.

另一类不存在弱锐最优解集的函数类是 atG ~
可微

凸函数类
.

因此
,

在 G a l l s s 一

Ne
节沈o n 法的收敛性定理中解除弱锐最优解集的存在性假设是非常

有意义的
.

我们有

定理 1 设 C 是 h 的最优解集
,

万任 R
“

是包含关系 ( 2 )式的正则点
.

设 0 < 母 < 乙
,

使得 ( 4 )

式在 万 +
胭 上对某个口成立

.

假设 尸在 牙 + 韶 上满足 u sP hc ist 常数为 L 的 U p sc hi st 条件
.

若存在 占 > 0
,

使得

a
) 占 < im n

{占2/
,

1 } ;

b ) d ( 尸(王 )
,

c ) < 占/ ( 2 ,月) ) :

c) 刀l那 < .2

则存在 万的邻域 M (万 )
,

使对 V 二”任 M (万 )
,

以 二” 为初值的 《:; a t l s s 一 Newt
o n
序列 }

二“
}二阶收敛到
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(P )的整体最优解
x’ .

2 松弛型 G a 侧骆
一

eN
叭沈o n 法及其收敛性定理

考虑到数值计算的实际背景
,

下面给出的松弛型 G au ss
一

Newt on 法及其超线性收敛性具有

重要的应用价值
.

以 此 (
二介

)表示所有满足 }}川 } ( △ 和

h ( F (
: `

) + 尸
`

(
二 k

)以) 共 m i n
{人( F (

二 k
) + 尸

,

(
二k

) J )
:

11 J I! 鉴 乙 } + 11`
k 一 ’

Il
a

的 d 任 R
“

全体
.

算法 2 设 刀) 1
, 。 > 1

,

乙任 (0
,
十 ao 〕

,

x0 任皿
“

及 d
一 ’ 任皿

“ ,

d
一 ’ 笋 0

.

对于 无二 1
,

2
,

…
,

若 扩 已算 出
,

则

i ) 如果 h ( 尸 (
x k

) )
= m i n

} h ( 尸 (
x k

)
+ 尸 (

x k
) d )

:
11 d 4} 鉴 △ }

+
11砂

一 ’
Il

a ,

令 d k =

} 尹
一 `

ll
a

砂
一 ` ; 否则

,

取 砂任此 (
二`

)
,

使之满足 11扩 11蕊解 (0
,

此 (扩))
.

11 ) 令
二人+ ’ = 二 k + “

.

定理 2 设 C 是 h 的弱锐最优解集
,

万任 R
“

是包含关系 ( 2 )式的正则点
.

设 0 < a < △
,

使

得 ( 4 )式在 万 + 韶 上对某个 月成立
.

假设 F’ 在 牙+ 韶 上满足 U sP hc itZ 常数为 L 的 h sp hc itz 条

件
.

若存在 a > O
,

使得

a
) 占 < m in {占/ ( l + 。

) 川
;

b ) 己( 尸(万 )
,

C ) < 占/ ( 2专召) ;

e
) 刀L 占尽2/ + , 月护

一 ’ /几 < 1
.

其中 , = m i n
{2

,

几 }
, 。 =

乙 ( l龙 )
p ’ .

则存在 万 的邻域对 (万)
,

使 v 二o 任对临 )
,

以 二 o 为初值

的 G a u s s 一 N e wt on 序列 {
二人

}p 阶收敛到 (尸 )的整体最优解
二 ` .

注 比较定理 1和 2
,

则发现定理 2 需要假设 C 是 h 的弱锐最优解集
.

注意到算法 2 中的

校正项 沪 是优化问题 ( 3 )式的一个逼近解
,

故定理 2 中的弱锐最优解集要求是 自然的
.
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